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1 Informacje o przedmiocie

Nazwa przedmiotu ST-2 Rachunek wariacyjny

Nazwa przedmiotu
w języku angielskim

Kod przedmiotu WITCh TCH oIIS C2 15/16

Kategoria przedmiotu Przedmioty kierunkowe

Liczba punktów ECTS 2.00

Semestry 2

2 Rodzaj zajęć, liczba godzin w planie studiów

Semestr Wykłady Ćwiczenia Laboratorium
Laboratorium
komputero-

we
Projekt Seminarium

2 0 0 0 0 0 30

3 Cele przedmiotu

Cel 1 Zaznajomienie studentów z problematyką znajdowania ekstremów funkcji wielu zmiennych oraz ekstremal
funkcjonałów całkowych.

Kod archiwizacji: 63592A8A
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4 Wymagania wstępne w zakresie wiedzy, umiejętności i innych
kompetencji

1 Zaliczenie dwóch semestrów przedmiotu Matematyka.

5 Efekty kształcenia

EK1 Wiedza Znajomość definicji i twierdzeń dotyczących rachunku różniczkowego funkcji wielu zmiennych: po-
chodna, pochodne cząstkowe, twierdzenie Taylora, przechodzenie go granicy pod znakiem całki, różniczko-
wanie pod znakiem całki. Warunek wystarczający na określoność form kwadratowych. Warunku konieczny
i wystarczający istnienia ekstremum funkcji wielu zmiennych

EK2 Wiedza Znajomość definicji i twierdzeń dotyczących przestrzeni funkcyjnych używanych w zagadnieniach
rachunku wariacyjnego.

EK3 Wiedza Znajomość definicji ekstremów funkcjonału i twierdzeń dotyczących warunków koniecznych i wa-
runków wystarczających na istnienia ekstremum funkcjonału całkowego.

EK4 Umiejętności Wyznaczanie ekstremów funkcji wielu zmiennych, potencjalnych ekstremal i jeśli to wykonalne
sprawdzanie warunku wystarczającego na istnienia ekstremum funkcjonału całkowego.

6 Treści programowe

Seminarium

Lp
Tematyka zajęć
Opis szczegółowy bloków tematycznych

Liczba
godzin

S1
Ekstrema funkcji jednej i wielu zmiennych. Przykłady. Heurystyczne
wprowadzenie do rachunku wariacyjnego. Kilka podstawowych przykładów.
Pojecie funkcjonału, ekstrema słabe i mocne. Przykłady.

4

S2
Lemat Lagrangea, równanie Eulera jako warunek konieczny na ekstremum
funkcjonału. Twierdzenie Hilberta o regularności ekstremal. Przykłady. 8

S3
Zagadnienia wariacyjne dla układów funkcji. Zagadnienia wariacyjne z pochodnymi
wyższych rzędów. Zagadnienia wariacyjne dla funkcji wielu zmiennych.
Zagadnienia wariacyjne z ruchomymi końcami. Zagadnienie Bolzy. Przykłady.

6

S4
Zagadnienia wariacyjne z więzami. Zagadnienia izoperymetryczne, metoda
mnożników Lagrangea. Zagadnienia wariacyjne z ekstremami warunkowymi.
Przykłady.

6

S5 Warunki wystarczające na ekstremum. Przykłady. 6

7 Narzędzia dydaktyczne

N1 Wykłady

N2 Prezentacje multimedialne

N3 Dyskusja

N4 Zadania tablicowe
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8 Obciążenie pracą studenta

Forma aktywności
Średnia liczba godzin

na zrealizowanie
aktywności

Godziny kontaktowe z nauczycielem akademickim, w tym:

Godziny wynikające z planu studiów 30

Konsultacje przedmiotowe 5

Egzaminy i zaliczenia w sesji 5

Godziny bez udziału nauczyciela akademickiego wynikające z nakładu pracy studenta, w tym:

Przygotowanie się do zajęć, w tym studiowanie zalecanej literatury 20

Opracowanie wyników 0

Przygotowanie raportu, projektu, prezentacji, dyskusji 0

Sumaryczna liczba godzin dla przedmiotu wynikająca z
całego nakładu pracy studenta 60

Sumaryczna liczba punktów ECTS dla przedmiotu 2.00

9 Sposoby oceny

Ocena formująca

F1 Test

Ocena podsumowująca

P1 Test

Kryteria oceny

Efekt kształcenia 1

Na ocenę 3.0
Student zna definicję ekstremów lokalnych i twierdzenia dotyczące warunku
koniecznego i warunku wystarczającego istnienia ekstremum lokalnego funkcji
wielu zmiennych.

Na ocenę 3.5

Student zna definicję ekstremów lokalnych i twierdzenia dotyczące warunku
koniecznego i warunku wystarczającego istnienia ekstremum lokalnego funkcji
wielu zmiennych. Student umie uzasadnić warunek konieczny istnienia
ekstremum lokalnego funkcji wielu zmiennych.
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Na ocenę 4.0

Student zna definicję ekstremów lokalnych i twierdzenia dotyczące warunku
koniecznego i warunku wystarczającego istnienia ekstremum lokalnego funkcji
wielu zmiennych. Student umie uzasadnić warunek konieczny istnienia
ekstremum lokalnego funkcji wielu zmiennych oraz wyjaśnić jego związek
z pierwszą pochodną..

Na ocenę 4.5

Student zna definicję ekstremów lokalnych i twierdzenia dotyczące warunku
koniecznego i warunku wystarczającego istnienia ekstremum lokalnego funkcji
wielu zmiennych. Student umie uzasadnić warunek konieczny istnienia
ekstremum lokalnego funkcji wielu zmiennych oraz wyjaśnić jego związek
z pierwszą pochodną. Ponadto powołuje się na twierdzenie Taylora przy
uzasadnianiu warunku wystarczającego.

Na ocenę 5.0

Student zna definicję ekstremów lokalnych i twierdzenia dotyczące warunku
koniecznego i warunku wystarczającego istnienia ekstremum lokalnego funkcji
wielu zmiennych. Student umie uzasadnić warunek konieczny istnienia ekstremum
lokalnego funkcji wielu zmiennych oraz wyjaśnić jego związek z pierwszą
pochodną. Ponadto powołuje się na twierdzenie Taylora przy uzasadnianiu
warunku wystarczającego i wyjaśnia związek z określonością formy kwadratowej.

Efekt kształcenia 2

Na ocenę 3.0
Student zna definicję przestrzeni funkcji ciągłych i przestrzeni funkcji ciągłych
wraz z pochodną na przedziale oraz definicję normy w tych przestrzeniach.

Na ocenę 3.5

Student zna definicję przestrzeni funkcji ciągłych i przestrzeni funkcji ciągłych
wraz z pochodną na przedziale oraz definicję normy w tych przestrzeniach.
Student zna definicję przestrzeni funkcji ciągłych o umocowanych końcach
i przestrzeni funkcji o umocowanych końcach ciągłych wraz z pochodną na
przedziale oraz definicję metryki w tych przestrzeniach.

Na ocenę 4.0

Student zna definicję przestrzeni funkcji ciągłych i przestrzeni funkcji ciągłych
wraz z pochodną na przedziale oraz definicję normy w tych przestrzeniach.
Student zna definicję przestrzeni funkcji ciągłych o umocowanych końcach
i przestrzeni funkcji o umocowanych końcach ciągłych wraz z pochodną na
przedziale oraz definicję metryki w tych przestrzeniach. Wyjaśnia rodzaj
zbieżności w tych przestrzeniach.

Na ocenę 4.5

Student zna definicję przestrzeni funkcji ciągłych i przestrzeni funkcji ciągłych
wraz z pochodną na przedziale oraz definicję normy w tych przestrzeniach.
Student zna definicję przestrzeni funkcji ciągłych o umocowanych końcach
i przestrzeni funkcji o umocowanych końcach ciągłych wraz z pochodną na
przedziale oraz definicję metryki w tych przestrzeniach. Wyjaśnia rodzaj
zbieżności w tych przestrzeniach. Pokazuje zawieranie między kulami.

Na ocenę 5.0

Student zna definicję przestrzeni funkcji ciągłych i przestrzeni funkcji ciągłych
wraz z pochodną na przedziale oraz definicję normy w tych przestrzeniach.
Student zna definicję przestrzeni funkcji ciągłych o umocowanych końcach
i przestrzeni funkcji o umocowanych końcach ciągłych wraz z pochodną na
przedziale oraz definicję metryki w tych przestrzeniach. Wyjaśnia rodzaj
zbieżności w tych przestrzeniach. Pokazuje zawieranie między kulami i wyjaśnia
jego konsekwencje.

Efekt kształcenia 3
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Na ocenę 3.0

Student prezentuje równanie Eulera jako warunek konieczny na ekstremum
funkcjonału i przedstawia ideę uzasadnienia. Dodatkowo omawia jeden
z poniższych tematów : zagadnienia wariacyjne z pochodnymi wyższych rzędów,
zagadnienia wariacyjne dla funkcji wielu zmiennych, zagadnienia wariacyjne
z ruchomymi końcami, zagadnienie Bolzy, zagadnienia wariacyjne z więzami,
zagadnienia izoperymetryczne, zagadnienia wariacyjne z ekstremami
warunkowymi, warunki wystarczające na ekstremum funkcjonału.

Na ocenę 3.5

Student prezentuje równanie Eulera jako warunek konieczny na ekstremum
funkcjonału i przedstawia ideę uzasadnienia. Dodatkowo omawia dwa
z poniższych tematów: zagadnienia wariacyjne z pochodnymi wyższych rzędów,
zagadnienia wariacyjne dla funkcji wielu zmiennych, zagadnienia wariacyjne
z ruchomymi końcami, zagadnienie Bolzy, zagadnienia wariacyjne z więzami,
zagadnienia izoperymetryczne, zagadnienia wariacyjne z ekstremami
warunkowymi, warunki wystarczające na ekstremum funkcjonału.

Na ocenę 4.0

Student prezentuje równanie Eulera jako warunek konieczny na ekstremum
funkcjonału i przedstawia ideę uzasadnienia. Dodatkowo omawia trzy
z poniższych tematów: zagadnienia wariacyjne z pochodnymi wyższych rzędów,
zagadnienia wariacyjne dla funkcji wielu zmiennych, zagadnienia wariacyjne
z ruchomymi końcami, zagadnienie Bolzy, zagadnienia wariacyjne z więzami,
zagadnienia izoperymetryczne, zagadnienia wariacyjne z ekstremami
warunkowymi, warunki wystarczające na ekstremum funkcjonału.

Na ocenę 4.5

Student prezentuje równanie Eulera jako warunek konieczny na ekstremum
funkcjonału i przedstawia ideę uzasadnienia. Dodatkowo omawia cztery
z poniższych tematów: zagadnienia wariacyjne z pochodnymi wyższych rzędów,
zagadnienia wariacyjne dla funkcji wielu zmiennych, zagadnienia wariacyjne
z ruchomymi końcami, zagadnienie Bolzy, zagadnienia wariacyjne z więzami,
zagadnienia izoperymetryczne, zagadnienia wariacyjne z ekstremami
warunkowymi, warunki wystarczające na ekstremum funkcjonału.

Na ocenę 5.0

Student prezentuje równanie Eulera jako warunek konieczny na ekstremum
funkcjonału i przedstawia ideę uzasadnienia. Dodatkowo omawia pięć
z poniższych tematów: zagadnienia wariacyjne z pochodnymi wyższych rzędów,
zagadnienia wariacyjne dla funkcji wielu zmiennych, zagadnienia wariacyjne
z ruchomymi końcami, zagadnienie Bolzy, zagadnienia wariacyjne z więzami,
zagadnienia izoperymetryczne, zagadnienia wariacyjne z ekstremami
warunkowymi, warunki wystarczające na ekstremum funkcjonału.

Efekt kształcenia 4

Na ocenę 3.0

Student wyznacza ekstrema funkcji wielu zmiennych i określa ich charakter.
Student zapisuje równanie Eulera i wyznacza ekstremale funkcjonału
w najprostszych przypadkach. Ponadto rozwiązuje przykład dotyczący jednego
z zaawansowanych zagadnień: zagadnienia wariacyjne z pochodnymi wyższych
rzędów, zagadnienia wariacyjne dla funkcji wielu zmiennych, zagadnienia
wariacyjne z ruchomymi końcami, zagadnienie Bolzy, zagadnienia wariacyjne
z więzami, zagadnienia izoperymetryczne, zagadnienia wariacyjne z ekstremami
warunkowymi, warunki wystarczające na ekstremum funkcjonału.
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Na ocenę 3.5

Student wyznacza ekstrema funkcji wielu zmiennych i określa ich charakter.
Student zapisuje równanie Eulera i wyznacza ekstremale funkcjonału
w najprostszych przypadkach. Ponadto rozwiązuje dwa przykłady dotyczące
zaawansowanych zagadnień: zagadnienia wariacyjne z pochodnymi wyższych
rzędów, zagadnienia wariacyjne dla funkcji wielu zmiennych, zagadnienia
wariacyjne z ruchomymi końcami, zagadnienie Bolzy, zagadnienia wariacyjne
z więzami, zagadnienia izoperymetryczne, zagadnienia wariacyjne z ekstremami
warunkowymi, warunki wystarczające na ekstremum funkcjonału.

Na ocenę 4.0

Student wyznacza ekstrema funkcji wielu zmiennych i określa ich charakter.
Student zapisuje równanie Eulera i wyznacza ekstremale funkcjonału
w najprostszych przypadkach. Ponadto rozwiązuje trzy przykłady dotyczące
zaawansowanych zagadnień: zagadnienia wariacyjne z pochodnymi wyższych
rzędów, zagadnienia wariacyjne dla funkcji wielu zmiennych, zagadnienia
wariacyjne z ruchomymi końcami, zagadnienie Bolzy, zagadnienia wariacyjne
z więzami, zagadnienia izoperymetryczne, zagadnienia wariacyjne z ekstremami
warunkowymi, warunki wystarczające na ekstremum funkcjonału.

Na ocenę 4.5

Student wyznacza ekstrema funkcji wielu zmiennych i określa ich charakter.
Student zapisuje równanie Eulera i wyznacza ekstremale funkcjonału
w najprostszych przypadkach. Ponadto rozwiązuje cztery przykłady dotyczące
zaawansowanych zagadnień: zagadnienia wariacyjne z pochodnymi wyższych
rzędów, zagadnienia wariacyjne dla funkcji wielu zmiennych, zagadnienia
wariacyjne z ruchomymi końcami, zagadnienie Bolzy, zagadnienia wariacyjne
z więzami, zagadnienia izoperymetryczne, zagadnienia wariacyjne z ekstremami
warunkowymi, warunki wystarczające na ekstremum funkcjonału.

Na ocenę 5.0

Student wyznacza ekstrema funkcji wielu zmiennych i określa ich charakter.
Student zapisuje równanie Eulera i wyznacza ekstremale funkcjonału
w najprostszych przypadkach. Ponadto rozwiązuje pięć przykładów dotyczących
zaawansowanych zagadnień: zagadnienia wariacyjne z pochodnymi wyższych
rzędów, zagadnienia wariacyjne dla funkcji wielu zmiennych, zagadnienia
wariacyjne z ruchomymi końcami, zagadnienie Bolzy, zagadnienia wariacyjne
z więzami, zagadnienia izoperymetryczne, zagadnienia wariacyjne z ekstremami
warunkowymi, warunki wystarczające na ekstremum funkcjonału.

10 Macierz realizacji przedmiotu

Efekt
kształcenia

Odniesienie
danego efektu
do szczegóło-
wych efektów

zdefiniowa-
nych dla
programu

Cele
przedmiotu

Treści
programowe

Narzędzia
dydaktyczne

Sposoby oceny

EK1 Cel 1 S1 N1 N2 F1 P1

EK2 Cel 1 S2 S3 S4 N1 N2 N3 F1 P1

EK3 Cel 1 S3 S4 S5 N1 N2 N3 F1 P1

Strona 6/7



Politechnika Krakowska im. Tadeusza Kościuszki

Efekt
kształcenia

Odniesienie
danego efektu
do szczegóło-
wych efektów

zdefiniowa-
nych dla
programu

Cele
przedmiotu

Treści
programowe

Narzędzia
dydaktyczne

Sposoby oceny

EK4 Cel 1 S1 S2 S3 S4 S5 N1 N2 N3 N4 F1 P1

11 Wykaz literatury

Literatura podstawowa

[1 ] I.M. Gelfand S.W, Fomin — Rachunek Wariacyjny, Warszawa, 1970, PWN

[2 ] J. Muszynski — Równania rózniczkowe zwyczajne i elementy rachunku wariacyjnego, Warszawa, 2003, Oficyna
Wydawnicza Politechniki Warszawskiej

Literatura uzupełniająca

[1 ] W. Kołodziej — Wybrane rozdziały analizy matematycznej, Warszawa, 1970, PWN

12 Informacje o nauczycielach akademickich

Osoba odpowiedzialna za kartę

dr Witold Obłoza (kontakt: obloza@pk.edu.pl)

Osoby prowadzące przedmiot

1 dr Witold Obłoza (kontakt: obloza@pk.edu.pl)

13 Zatwierdzenie karty przedmiotu do realizacji

(miejscowość, data) (odpowiedzialny za przedmiot) (dziekan)

Przyjmuję do realizacji (data i podpisy osób prowadzących przedmiot)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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